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Dimostrazione del
Teorema di Correttezza:
Preliminari



Lemma di sostituzione

Lemma (sostituzione).
(e,0) e N 0 EQle/x} = olz—v]EQ
Dim. Una dimostrazione formale del lemma richiederebbe

di definire precisamente il “linguaggio” delle proprieta ().
Lo evitiamo, ricorrendo all’intuizione.

Iniziamo osservando che, intuitivamente
(e,0) e v = (0 FQ{e/r} < oF Q{fu/w}) (%)

siccome e e v hanno lo stesso valore sotto o, quindi Q{e/x}
e Q{v/x} sono proprieta equivalenti sotto o.



Lemma di sostituzione

Notiamo anche che la proprieta Q{v/z} non dipende da x
(perché e stata sostituita con v), per cui:

ocF Q{v/z} <= olx— u] F Q{v/z} (%)

per qualsiasi valore u € Z.

Dimostriamo ’enunciato assumendo (e, o) —. v. Si ha:

o EQ{e/z} |
o F Q{v/x} |
olz = v F Q{v/z} |
ole = v F Q{z/z} [(*
olx— v FQ Q)

*

|

*) con u = v]
con e =x e (x,0(x — v]) =, V]

)
{r/z} = Q)

(
(>I<

LU

Q.E.D.



Diamo ora due dimostrazioni alternative del teorema di cor-
rettezza.

Queste due alternative seguono due strade diverse, nessuna
delle quali e particolarmente piu semplice dell’altra. La
prima dimostrazione, per brevita, trascura il caso della re-
gola [PrePost|, accennando solo brevemente ad un suo trat-
tamento. La seconda dimostrazione e invece completa.

Per ’esame, sufficiente studiarne una delle due.



Dimostrazione del
Teorema di Correttezza:

Variante 1



Teorema di Correttezza

Teorema. (Correttezza)
- {P} c{Q} —  F{P;c{Q}
Dim. Riscriviamo ’enunciato cosi:
(c,0) —p 0 = plc,0,0")
dove

plc,0,0") < (VP,Q. ok PAF{P}c{Q) — o F Q)

e procediamo per induzione su (—p).



FUORI

Correttezza: Dimostrazione c=s»we

Dimostramo che la proprieta p(c, o,0”) € preservata da ogni
regola di (—4). Questo, per Tarski, e sufficiente a conclud-
ere.

Vedremo solo qualche caso, lasciando gli altri per esercizio.

Inoltre, per semplificare 1’esposizione, ignoreremo inizial-
mente 1’esistenza della regola PrePost. Dopo, daremo una
intuizione su come la dimostrazione si puo correggere per
trattare anche quel caso.



FUORI

Correttezza: Dimostrazione c=s»we

Caso Skip. Regola:

(skip, o) = 0 [Skip)

Ipotesi induttive: nessuna.
Da dimostrare: p(skip, o, o).



FUORI

Correttezza: Dimostrazione c=s»we

Caso Skip. Dobbiamo dimostrare che p(skip, o, o), cioe:
{P}skip{Q} N\cdE P = ocFQ

Il fatto { P} skip {@} puo essere derivato solo con la regola
Skip (e la PrePost che ignoriamo). Tale regola richiede
() = P, quindi resta da dimostrare che

{P}skip{P}N\odFEP — oFP

che ¢ banale.



FUORI

Correttezza: Dimostrazione c=s»we

Caso Let. Regola:

(e, 0) =

(x:=e, 0) =y olx — V] i)

Ipotesi induttive: nessuna.
Condizione a lato: (e, ) — v
Da dimostrare: p(x := e, 0,0l — v]).



FUORI

Correttezza: Dimostrazione c=s»we

Caso Let.
Dobbiamo dimostrare che p(z := e , 0, 0|x — v]), cioe:

{Plz:=e{Q} NocF P = cglz—v]FQ

Il fatto {P} z := e {Q} puo essere derivato solo con la re-
gola Let (e la PrePost che ignoriamo). Tale regola richiede
P = Q{e/z}, quindi basta dimostrare che

ocFQ{e/r} = olx—v]|FQ

Ma I'implicazione sopra deriva direttamente dal lemma di
sostituzione e dalla condizione a lato. Ricodiamo infatti che
il lemma ci dice che:

(e,0) =ev N 0 EQle/xr} = olz—v]EQ



FUORI

Correttezza: Dimostrazione c=s»we

Caso Comp. Regola:

(c1, o) —=p 0’ (cg , ') —=p o

{er5¢e2, o) —p 0

[Comp)

Ipotesi induttive: p(cy,0,0") e p(ca, o', 0").
Da dimostrare: p(ci;co,0,0”).



FUORI

Correttezza: Dimostrazione c=s»we

Caso Comp. Assumiamo per ipotesi induttiva che p(cy, o, 0’)
e p(ca,0’,0"”). Dobbiamo dimostrare che p(ci;ce,0,0”),
cioe che

{PYcr;e0 {Q}NocEP = " FQ

Il fatto { P} c1;co {@Q} puo essere derivato solo con la regola
Comp (PrePost a parte). Tale regola richiede che

{P} c1 {R} {R} 2 {Q}

per un qualche R. Da o F P, p(c1,0,0") e {P} ¢; {R} si ha
che ¢’ E R. Da questo, usando p(ce,0’,0”) e {R} c2 {Q}
si ha infine che ¢ F Q.



FUORI

Correttezza: Dimostrazione c=s»we

Caso While-true. Regola:

(e,0) e v #0 (c;whilee #A0doc, o) = o’
(whilee #0doc, o) —p o

W hile—true]

Poniamo w = while e # 0 do c.

Ipotesi induttive: p(c;w ,o,0”")
Ipotesi dovuta alla condizione a lato: o F e # 0
Da dimostrare: p(w ,o,0’)



FUORI

Correttezza: Dimostrazione c=s»we

Caso While-true. Dobbiamo dimostrare p(w, o, c’), cioe:
{Plw{Q}NcEP — o' FQ

Il fatto {P} w {Q} puo essere derivato solo con la regola
W hile (PrePost a parte). Questo richiede che {P A e # 0} ¢ { P}.
Dalla regola C'omp ricaviamo

PAeF0;cwi{Qr ()

Dalle ipotesi abbiamo che o F P, ma per la condizione a
lato possiamo rafforzarlo in ¢ F P A e # 0. Da questo,
'ipotesi induttiva p(c; w, o, 0’) e da () ricaviamo o’ E Q) e
quindi la tesi.



Teorema di Correttezza

Gli altri casi sono lasciati per esercizio:
e While-false
e If-true

e If-false

Fine della dimostrazione (ignorando la PrePost)



Gestire la PrePost

Per gestire correttamente anche il caso in cui - {P} c {Q}
derivi da (una o piu) applicazioni della regola PrePost,
avremmo dovuto usare di nuovo il principio di induzione
sulle regole di - { P} ¢ {@Q} in ogni caso visto prima, dovuto
ad una regola di (—y).

In altre parole, avremmo dovuto usare un’induzione “an-
nidata”, procedendo prima per induzione su (—) e poi,
all’interno di ogni singolo caso, procedere per induzione su

- {P} c{@Q}.

Non lo faremo, ma per fare un esempio svolgiamo il solo
caso Skip.



Gestire la PrePost

Caso skip. Devo dimostrare che p(skip, o, o), cioe che
{P} skip{Q} N\c F P = oFQ

Basta dimostrare che

1P} skip {Q} = q(P,Q)

dove
q(P,Q) — (0|=P — (7|=Q>

Per farlo, applicando Knaster-Tarski, basta fare vedere che
q ¢ preservata da tutte le regole per {P} skip {Q}.

Regola Skip: ho che P = () quindi e banale.

Regola Prepost: dall’ipotesi induttiva ho che ¢(P’, Q") con
P = P e@ = (@, da cui segue facilmente q(P, Q).
Le altre regole non si appicano al comando skip.



Dimostrazione del
Teorema di Correttezza:

Variante 2



Semantica Alternativa

Esercizio. Modificate la regola W hile — T'rue come segue:

(e,0) e 2#£0 (¢, 01) —p 02 (while e 20 do ¢, g9) —p 03

<whi|e e 7é 0 do C, O'1> —p 03

Quindi, dimostrate che la nuova semantica di IMP e equi-
valente a quella vecchia:

Ve,o,0". (c,0) =1 o/ «— (c,0) =99 o’

Suggerimento: basta fare vedere come convertire una deriva-
zione che usa la W hile — T'rue vecchia in una che usa solo
la nuova, e viceversa.



Dimostrazione

Th. (Correttezza)

- {P;ciQ) = F 1P} ci@}

Dim. Procediamo direttamente per induzione su . Per
dimostrare () C (=) basta fare vedere che

A

R(F) € (F)

dove R e l'insieme di regole del sistema deduttivo delle
triple di Hoare, che definisce .

Dobbiamo quindi dimostrare che = e preservato da ogni
regola: procediamo per casi (partendo dai piu semplici).



Caso Skip

[Py skip (P} 7]

Ipotesi induttive: nessuna
Da dimostrare: = {P} skip { P}, ovvero

o= PA(skip,o) 2,0 — o' =P

Invertendo l'ipotesi (skip,o) —; o', notiamo che 'unica

regola di —; che puo derivarla e la [Skip|, da cui ¢’ = 0.
Quindi ¢’ =0 = P.



| Let]

{Ple/zt} x = e {P}

Ipotesi induttive: nessuna.
Da dimostrare: = {P{e/x}} = := e {P}, ovvero

ok Ple/zy ANz :=e,0) 2p0 =— o EP

Invertendo l'ipotesi (x :=e,0) — o', osserviamo che la
sola regola che puo derivarla e la [Let|, che obbliga ¢’ ad
essere o|x — v| dove v e tale che (e,0) —. v.

Dobbiamo quindi dimostrare

o= Ple/x} Ne,o0) e v = oz —v] EP

che deriva immediatamente dal Lemma di Sostituzione.



Caso Comp

{P} 1 {Q}  {Q}c2{R}
{P} c1502 {R}

[Comp]

Ipotesi induttive:

IP1: = {P}ci1{Q}
I[P2: F{Q}c2 {R}

Da dimostrare: {P} c1;¢c5 {R}. Assumiamo quindi che
o = P e che (c1;¢c2,0) —p 0’ e dimostriamo o’ = R.

Per inversione su (cy;co,0) —p o', osservando che & deri-
vabile solo con la regola [Comp], otteniamo (A) (c1,0) —p o”
e (B) (co,0”") —p o’ per un qualche o”.

Da o = P, (IP1) e (A) abbiamo che ¢” = Q.
Da cio, (IP2) e (B) abbiamo la tesi ¢’ = R.



Caso Prepost

P—= P {P}ciQ} Q@ = @
1P} ciQ}

|PrePost]

Ipotesi induttive:

IPL: (P} e {Q)
Condizioni a lato:

IP2: P — P
IP3: Q = Q

Da dimostrare: = {P} ¢ {Q}. Assumiamo quindi che (A)
o= Pe (B) (c,0) = 0/, e dimostriamo che ¢’ = Q.

Da (A) e (IP2) deduciamo che o = P’.
Da cio e (IP1) abbiamo ¢’ = @Q'.
Da cio e (IP3) abbiamo la tesi ¢’ = Q.



(Prota (@ (Pro}ai@),
{P} if ¢ then ¢ else ¢ {Q}

Sia i = (if ¢ then ¢; else ¢3), ed e tale che ¢ = (e # 0).

Ipotesi induttive:

IP1: E{PA®) e {Q)
IP2: E{PA-¢} e {Q)

Da dimostrare: = {P} i {Q}.

Assumiamo quindi che (A) o = P e che (B) (i,0) = 0’ e
dimostriamo ¢’ = Q.



Caso If-True

Ipotesi:
IP1: E{PA¢}c {Q}

IP2: E{PA—-¢}c{Q}
A ocE=P
B : (i,0) —=p 0’

Da dimostrare: ¢’ = @

Invertendo B sopra, notiamo che ci sono solo due regole che
possono derivarlo. La prima e

(e,0) —¢ v #£O (c1,0) —p 0’
<i70> b o’

I f — True]

e dalla prima premessa ricaviamo o = e # 0 (cioe ¢).
Da cio e da (A) abbiamo che o = P A ¢.
Da cio, (IP1) e la seconda premessa, si ha la tesi o/ = Q.



Caso If-False

Ipotesi:
IP1: E{PA¢}c {Q}

IP2: E{PA=¢}c2{Q}
A: ocE=P
B : (1,0) =p 0’

Da dimostrare: ¢’ = @

L’altro caso ¢ analogo:

(e,0) —¢ 0 (Cca,T) —p 0’

i.0) o 0 I f — False]

Dalla prima premessa ricaviamo o = e = 0 (cioe —¢).
Da cio e da (A) abbiamo che 0 = P A —¢.
Da cio, (IP2) e la seconda premessa, si ha la tesi o’ = Q.



Caso While

{PA¢}c{P} |
{P} while ¢ do ¢ {P A ¢} |W hile]

Questo caso e, ovviamente, il piu complesso di tutti.

Sia w = (while ¢ do ¢), ed e tale che ¢ = (e # 0).

Ipotesi induttive:
IP1: ={P A ¢} c{P}
Da dimostrare: = {P} w {P A ¢}

Assumiamo quindi che (A) o = P e che (B) (w,0) — 0’ e
dimostriamo o’ = P A —¢.



Caso While: tentativo

Ipotesi:
IP1: ={PAg)ec{P)
A oE=P
B : (w, o) —p 0’

Da dimostrare: ¢’ = P A —¢

Qui invertire w, ahinoi, non basta: nel caso While — T'rue

per esempio abbiamo

. O : 4 : /! / .

Qui (IP1), con la premessa (c,0) — ¢’ puo darci infor-
mazioni su ¢”, ma poi non c¢’¢ modo di arrivare fino a o’:

avremmo bisogno di un’ipotesi induttiva anche per w.



Caso While

Dobbiamo provare un’altra strada: invece di dimostrare che

Ipotesi IP1: E={PA¢}c{P}
A oE=P
B : <w7 J> —b o’
Tesi O'/ ': P A —|¢
dimostriamo che
Ipotesi [IP1: ={P A ¢} c{P}
Tesi Ve, 0,5, (6,6) =, 60 = p(¢,o,0")
dove p(¢,5,5): (=wAdl=P = & |=PA—¢)

Infatti ’asserto di sopra si ricava da quello di sotto pren-
dendo ¢ = w,5 = 0,6’ = 0o’.



Caso While

p(c,5,5') : (E=wAGEP = & = PA-¢)

In una forma piu compatta, riscriviamo il tutto come

Ipotesi IP1: E{PA¢}c{P}
Tesi (—y) Cop

Qui potremmo procedere per induzione su (—). Prima di
farlo, conviene riscriverlo ancora come

Ipotesi IP1: E{PA¢}c{P}
Tesi (—s) CSpN(—p)

Ora, procediamo per induzione su —, facendo vedere che
la relazione p N (—) € preservata da tutte le regole della
semantica big step (—y).



Caso While: casi banali

In pratica, dobbiamo fare vedere che, in ogni regola della
semantica, supponendo sia p che —; su ogni premessa, €
I’eventuale condizione a lato, si puo ricavare sia p che —
sulla conclusione.

Si nota subito che —; sulla conclusione vale banalmente,
a causa della regola stessa, visto che — vale su tutte le
premesse per ipotesi induttiva.

(Quindi possiamo dimostrare solo p nella conclusione, avendo
sia p che —4 nelle premesse.

Infine, notiamo che p € banalmente vero se ¢ non e un while,
quindi e sufficiente esaminare solo i casi relativi alle regole

(W hile — True, While — False].



Caso While-False

p(c,5,5") : (e=wAoEP = & =PA-¢)

Osserviamo la regola [While — False]:

(€,0) = 0
(whilee #0do ¢, ) =y 0

Ipotesi: nessuna induttiva, IP1 da prima.
Condizione a lato: (€,5) —. 0
Da dimostrare: p(whileé #=0do ¢, 6, 7).

Per farlo, assumiamo che (A) (while € # 0 do ¢) = w, e che
(B) 6 = P. Dobbiamo fare vedere che ¢ &= P A —¢.

Da (A), ricaviamo ¢ = (é # 0), da cui, con la condizione a

lato, segue che ¢ = —¢. Assieme a (B), ci fornisce la tesi
g = P Ao



Caso While-True

p(c,5,5') : (e=wAGEP = & EPAN—9Q)
Regola [W hile — Truel:

(6,6) mev#0  (¢,5) —p35"  (whileé#0doé, &) — &

(whilee #£0do ¢, o) —p o’

Sia w = (while € # 0 do ¢).

Ipotesi IP1: E{PA¢}c{P}
(a lato) IP2: (€,6) —c.v#0
(.Iii Jaati ; I D3 . ii(NE, 5, ~//)

(induttiva) IP4: (& &) —, 6"
(induttiva) IP5: p(w,5",6)
E. ] ||0 a ! !I(i .I f#’v ] it i

Tesi p(w, ¢, d)

(Non ci servono dopo)



Caso While-True

p(c,5,5") : (e=wAGEP = & | PAN—9)

~

Per dimostrare che p(w , 6, "), assumiamo w = w e che
(A) 6 E P, e procediamo col dimostrare che " = P A —¢.

Da w = w, ricaviamo subito ¢ = (€ # 0) e ¢ = ¢, permet-
tendoci qualche semplificazione.

Ipotesi IP1: =A{PA¢}c{P}
(a lato) IP2: (é,0) »cv#0
(induttiva) [IP4: (c,0) —p 7"
(induttiva) IP5: p(w,d”,d")
A: o
B : 1)
o

Tesi




Caso While-True

p(c,o,5') : (e=wAoEP = & =PA-9)

Ipotesi IP1: E={PA¢}c{P}
(a lato) IP2: (€,6) —cv#0
(induttiva) IP4: {c,&) —p 7"
(induttiva) IP5: p(w,d"”,d")

A o= P
B:  ¢=(E£0)
Tesi o =PA—¢

Da (A), (IP2) e (B), otteniamo ¢ = P A ¢.

Da cio e (IP4), usando (IP1) otteniamo ¢ = P.

Da cio e w = w, usando (IP5) otteniamo ¢’ &= P A —¢.
Abbiamo quindi ottenuto la tesi.

Q.E.D.



